Exercices d'applications et de réflexions sur les Lois de composition interne 
PROF : ATMANI NAJIB 2ème BAC Sciences maths 


Exercices AVEC SOLUTIONS 
Structures algébriques(partie1) 


Exercice : montrer on utulisant les tableaux de 
l'addition et de la multiplication dans 


Montrons que : xTy = > e Jif ? 
1+ xy 


Z=] {0:1:2; 3; 4) | que l'addition et la multiplication | Calculons : -f x+y ] 
| 1+ xy 


sont des lois de compositions internes 


Solution : 2 i a) eike xy +2xy+l-x — y" —2xy 
L AÈME g (y) (y) 
01011 213 |4 
iola L m ioii io) 
2121314011 1+ 2 (1+ xy) (1+ xy) 
ACARILAEME I =) 1-x -y +y _(1-#)(1-°) 

2 3 Ba) (to (o) 
Tableau de : (Zkz:+) 
| Or xe]-L1i] et ye]-L:1] donc : [x <1et}y <1 
x 1011121314 
ANR E AE donc :x? <1lety?<1 onadonc:1-|***| +0 
11011213 |4 1+ 
2101241113 , = 
3/0/3142 donc : tr <1 donc : ar) ail 
4101413121 1+ xy 1+xy 
.(Z/ _. 
Tableau de : (77:x) done : > <1 donc : -1x #2} x1 
+ xy 1+xy 


on utulisant les tableaux de l'addition et de la 


multiplication dans Lo on remarque bien que ce 


donc : _ ei cafd 
f - . + 
sont des lois de compositions internes a 


: n , Exercice3 : on considére la matrice suivante : 
Exercice2 : on définit sur l’ensemble J-i la 


1 2 0 
l A=|0 1 ? et A’ sdui 
relation T tel que : xTy = x+y v(x) eaf 0 0 | calculer A et A’? et en déduire 
1+ xy 0 0 1 
Monter que T est une loi de composition interne A" VneN 


Dans ]-1;1[ 
Solution : soit xe ]-1;1| et ye]-1L1[ 
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|= 


solution : 


1 
0 
1 2x1 0 1 2 0 
a) A =I0 1 O0|-=|[0 1 O|=A vraie si n=1 
0 0 1 0 0 1 
1 2n 0 
b)supposons que : A”=|0 1 0 
0 0 
1 2n+2 0 
c)montrons que : A" =| 0 1 0? 
0 0 1 
1 2n O\f1 2 0 1 2n+2 0 
A" =A"xA=|0 1 Olo 1 0|=|0 l 0 
0 0 1/10 0 1 0 0 1 
1 2n 0 
Donc : A”=|0 1 0| VneN 
0 0 1 


Exercice4 :on muniR d'une loi de composition 


interne + définit par : x*y=xy-3x-3y+12 


V(xy)eR? et soit: S= ]3;+] 


Monter que S est une partie stable pour (R;*) 
Solution : soit xeS et yes 

Montrons que : x*yesS ? 
x*y—3=xy-3x-3y+9=x(y-3)-3(y-3) 


xxy—3=(y-3)(x-3) 
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or xes =|3;+|&x>3et yel3+ < y>3 
donc : x* y-3>=0 donc: x* ye |8;+| =S cafd 


donc : S est une partie stable pour (R;*) 


Exercices :1) on muniR d'une loi de composition 


interne + définit par : a*b=a+b-3ab ;V (a;b) € R? 
Monter que + est commutative et associative 


2) on muni R? d’une loi de composition interne T 


définit par : (a:b)T{x; y)=(ax;ay +b) :V(a;b) cR’ 


et Y(x;y)e R’ 


Monter que T est ni commutative et ni associative 
dans R’ 


Solution:1) Soit : V(a;b;c) € R° 
a) On a: a*b=a+b-3ab=b+a-3ba=b*a 
Donc : * est commutative 

b) 
(a*b)*c=(a+b-3ab)*c=a+b-3ab+c-3(a+b-3ab)c 
(a*b)*c=a+b+c-3(ab+ac+bc)+9abc 

etona: 
ax(b*c)=a*(b+c-3bc)=a+(b+c-3bc)-3a(b+c-3bc) 
a*(b*c)=a+b+c-3(ab+ac+bc)+9abc 

Donc : (a*b)*c=a*(b*c) 

Donc : * est associative 

2)a)on a : (1:3)T(2;0)=(1x2;1x0+3)=(2;3) 
(2:0)T(13)=(2x1,2x3+0)=(2;6) 

Donc : (1:3)T(2:0)#(2:0)T(1;3) donc : T n'est pas 


commutative 
b) 


((1:3)T(2;:0))T(5;7)=(2;6)T(5;7)=(2x5;2x7+6)=(10;20) 


2 


(1:3)T((2:0)T(5;7)) =(1;3)T(2x5;2x7 +0) =(1;3)T(10;14) 
(1;3)T((2:0)T(5;7))=(1x10;1x14+3) =(10;17) 


Donc : ((1;3)T(2;:0))T(5;7) = (1;3)T((2;0)T(5;7)) 


donc : T mest pas associative 


Exercice6 : on muni R d'une loi de composition 


interne + définit par : a*b=ab-(a+b)+2 ; 


V(ab)eR” 1) Monter que + est commutative 


2) Monter que + admet un élement neutre et 
determiner les élements symétrisables 


Solution:1) Soit : V(a;b;c)e R° 
a) On a: a*b=ab-(a+b)+2=ba-(b+a)+2=b*a 


Donc : * est commutative 


2)a) VaeR : 2*a=2a-(2+a)+2=a et 


a*2=2a-(a+2)+2=a 


Donc 2 est l'élément neutre pour la loi + 
b}soit ae R on cherche a'eR tel que : 
a*a =2( + est commutative) ? 


a*a'=2@ aa -(a+a)+2=2& a'(a-l)=a 
Si: a=1 alors : 0-1 axa=2 donc impossible 


P i a ' 
Si: az1 alors : a E =2 
[4 ol 


Donc : VaeR-{1} il admet un symétrique 


, a 
a' = — 
a-l 


Exercice7 : on muni R d'une loi de composition 


interne + définit par : x*y=xy-4x-4y+20 ; 


V(xy)eR” 1) la loi * est-elle commutative ? 


2) la loi x admet -elle un élement neutre et 
determiner le s’il existe 

3) determiner les élements symétrisables s’il 
existent 


Solution:1) Soit : V(x; y) € R° 
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a) On a: x*y=xy-(x+y)+2=yx-(y+x)+2=y*x 


Donc : * est commutative 


2) si l'élement neutre existe alors Vx € IR 
(+ est commutative) 


:e*x=x 


VrxekR : e*x=x < xe—4x—4e+20=x 


© x(e-5)-4e+20=0 VxeR 


e—5=0 e=5 
© © 
—4e +20 =0 e=5 
Donc 5 est l'élément neutre pour la loi * 


3)soit xe R on cherche x'eR tel que : 
x*x =5( + est commutative) ? 


xxx'=5 xx -4x-4x+20=5< x'(x-4)=4x-15 


Si: x=4 alors : 0=1 donc impossible 
__4x-15 


x-1 


Si: x+4 alors : x ceRexr*x'=5 


Donc : VreR-{4} il admet un symétrique 
, 4x-15 
X = 
x-1 
Exercice8 : on muni R d'une loi de composition 


interne + définit par : x#*y=x+4y-1 ; V(x; y) € R° 


1) la loi x est-elle commutative ? 

2) la loi + admet -elle un élement neutre et 
determiner le s’il existe 

Solution:1) On a : 0*1=0+4x1-1=3 
1x0=1+4x0-1=0 

Ox*x1Z21*0 


Donc : * est non commutative 


2) si l'élement neutre existe alors VxeR : 
e*žx=x*ęe=x 


VrxeR : e*x=x<e+4x-l=x 


3=0 
<&3x+e-l=0 vxeR © 


Donc impossible 
Donc la loi x nadmet pas d'élements neutres 


1% 


Exercice : on considére les matrices suivantes : 


1 1 -2 
1 2 
A= et B=|-1 -1 2 
0 1 
2:22; -0 


1) Montrer que : A’ -2A+1, =0 et en déduire que 


La matrice A est inversible et déterminer A” 
2) calculer : B? etB° et en déduire que 

La matrice B n’admet pas d'inverse 
Solution 


a (1 21 2\ 4 
1) ona: A= = 
0 1/10 1) (0 1 
-2 —4 1 0 -1 —4 
et -2A + 1, = + = 
0 -2j 0 1 0 -1 


’ 1 AE -4) /0 0 
donc : A -2A+I, = + = =0 
0 1) (0 -1) 0 0 


A -2A+1, =06 A(A-21,)=-1I, & A(21,-A)=1, 
Et 4°-24+1,=0e @(21,-A)A=I, 


Donc : A est inversible et déterminer A`“ =21, -A 


va, Ho Fe Ho e 


-2 -2 COUT 2 0 0 0 0 

1 1 24 4 0/000 

B'=BxB =| -1 -1 2 |-4 -4 0l=l0 0 0 

-2 -2 0o o 0j) (000 
Donc : B’ =0, 


On suppose que B admet un inverse donc il 


existe une matrice C tel que : BC =CB =I, 
Donc : BC=I, >B’BC =B’ >0,xC =B 


=0,=8" or B’ +0, contradiction 
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Donc : B n'admet pas d'inverse dans M,(R) 


Exercice10 : on considére les matrices 


: 1: :2 1 0 
suivantes : A= et I= 
0 1 0 1 


1) calculer : A? etA? et en déduire que 


1 
2) Montrer que : A” | 


2n 
0 1 


| VneN 
2 0 0 
3) Montrer que : (A-I,) =0, avec0, | j 
4) en déduire que La matrice A est inversible et 


déterminer A” 
Solution 


‘SADMAN A4 
1) ona: A= = 
0 1/0 1 0 1 
re 1 41 2) [16 
A =A xA= = 
0 1/10 1} (0 1 
2n 
1 


1 
2) Montrer par récurrence que : 4” { Jen 


ga 
01 


„ (1 2n 
supposons que : A { ' 


z vraie si n=0 


1 2n+2 
montrons que : A‘ 1 \ | ? 


P F 1 2n\f1 2 1 2n+2 
= X = = 
0 1j\0 1 0 1 


t2 
Donc : 4” i i VneN 
0 1 


3) Montrons que : (A-1,) =0, 


lA 


4)On a : (A-1,) =0,  4°-24+I, =0, 
© A(21,-A)=(21, -A)A=I, 


Donc : A est inversible et déterminer A`“ =21, -A 


sas, Ho FE Ho He 


Exercice11 : on considére l’ensemble des 
matrices suivante : 


bV2 
PNR 
| b\2 a 


Monter que E est une partie stable de (M, (R):x) 


Jen e Z’eta’-2b° = | 


Solution : soit M, EE et Myy EE 


bV2 
Donc : Mas) = K 2 et a°-2b° =1 
| b2 a 
2 
Et: My =| eagra 
5) yV2 n 
Montrons que : M,,,*M,.., EE? 
bV2 2 
Mon Ms = i v2 X i NE 
| | bJ2 a yV2 x 
ax+2by (ay +bx) V2 
M an” My) © 
| (ay +bx) V2 ax+2by 
=M 


Donc: Miam) X M.) 


2 


(ax+2by;ay+bx) 
(ax+2by;ay+bx) € Z 
Car(a;b)e Z? et (x;y)eZ° 

Etona: 

(ax+2by) -2(ay+bx) =(a°x? +4b°y? +4abxy) 
-2(a°y? +b°x +2abxy)=(a°x -20° y )-2(2b°y -b°x*) 
=@ (xX -2y )-% (xX -2y )=(x -2y )(@ -2)=1x1=1 


cE 


donc : M , 
(x;y) 


(ab) xM 
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donc : E est une partie stable de (M, (R):x) 


f:(Z+) —(Z';x) 


xe 5" 


Exercice12 : soit l'application : 


montrons que f est un morphisme de (Z, +) 
dans (Z*, x) 

Solution : V(x;y)eZ° 

f(x+y)=5" =5 x5 = f(x)x f(y) donc :f est un 
morphisme de (Z ,+) dans (Z*, x) 

g:[0:+0[ >R 


Exercice13 : soit l'application : 
xex 


montrons que g est un morphisme de : 


(]0;+[, x)dans (R, +) 
Solution : V(x; y) € ]0; +f" 
g(xxy)=ln(xxy)=In(x)+In(y)=g(x)+g(y) 


donc : g est un morphisme de (]0; +| , x) dans 


(R, +) 
h:C—R 


Exercice14: soit l'application : 
zh |z] 


montrons que h est un morphisme de : 
(C, x)dans (R, x) 


Solution : v(z;z') AC 


h(zxz')=|zxz'|=|z|xlz=A(z)xh(z') donc :f est 
un morphisme de (C, x)dans (R, x) 
Exercice15 : soit l'application : 

k:R> C 

0m e” =cos0 +isin0 

montrons que k est un morphisme de : (R, +) 


Solution : V(8:0')e R° 


dans (C*, x) 


k (0 + 0") = e8) = Pia = e” x e? =k (8)x k (0') 


donc : k est un morphisme de (R, +) 
dans (C*, x) 


101 


l:R—M,(R) 
Exercice16 :soit l'application : k 1 
x T 


montrons que / est un morphisme de : (R, +) 


dans (M, (R), x) Solution : Y(x;x') € R° 


„n (1 xx 
ona: Iaea) i | 


mr HET 


Donc : /(x+x')=1(x)xl(x") 


donc : k est un morphisme de (R, +) 
dans (M,(R), x) 


S 


ne 2” 


Exercice17:soit f l'application : 


montrons que f est un morphisme de (N, +) 
dans (ny x) 

Solution : Y (n;m) € N° 

f(n+m)=2"" =2"x2" =2"x2" = f (n)x f (m) 
donc : f est un morphisme de (N, +) 

dans (ry x) 


Exercice18 :on muni R? de la loi de composition 


interne suivante : (a;b)+(a';b')=(a+a';b+b') ; 


V(a;b) cR’ et V(a'b') eR? 


Soit A(R; R) l’ensemble des applications affines : 


A(R;R)= h IVxeR: fus (x)= ax +b} 


p:R° — A(R;R) 
Soit l'application : o : (ab) f 
> (a;b) 
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Montrer que : 9 est un morphisme de (R°, +) 


dans (A(R:;R), +) 


Solution:1) Soit : V(a;b)e R° et V(a;b')}eR° 
On a: 

p((a:b) +(a';b')) = p(a LA ab +b') z Tinuro 
Jararpes) (x) = (a + a')x+(b +b') A (ax +b) + (a'x+b') 
Donc : p((a;b)+(a';b")) =g(a;b)+ọ(a';b') 


donc : œ est un morphisme de (R°, +) 


dans (A(R; R), +) 


Exercice19 :soient a € [2;+0| et be |2; +| 
On pose : a*b=(a-2)(b-2)+2 
1)montrer que + est une loi de composition interne 


Dans 7 = |2;+0| 


R“ vers I 


2)soit l'application définie sur 


2x+1 
tel que : f (x)= = 


Yxe R“ 


a) montrer que f est un morphisme de (R*, x) 


dans (1 , x) 
b) en déduire que + est associative et admet un 
élément neutre a determiner 


solution :1) soient a € |2;+0[ et be ]2;+00[ 
ae/2;+0[=a>2 et bel2;+0[ =b>2 
Donc : (a-2)(b-2)+-0 

Donc : (a-2)(b-2)+2>2 
Donc : axbe [2;+0[ = 

Donc :* est une loi de composition interne 


Dans 1 = |2;+0| 


2) soient xe R* et ye R“ 


2xy+1 
f(xxy)= © 
Xy 
pajeg) EI (att p23), 
xoy x y 
_1,1,,-2%+1 
X y XY 


Donc : f (xxy)=f(x)* f(y) v(x y)e(R")? 


Donc : f est un morphisme de (R”, x) dans 
(1, =) 


b)puisque x est commutative dans (R*, x)et f 


un homomorphisme de (R*, x) dans (7, ») 


alors + est commutative dans / 


et on a 1 est l'élément neutre dans (R°”, x) 


alors : f(1)=3 est l'élément neutre dans 7 


Exercice20 :on muni R d’une loi de composition 


interne + définit par : ax*b=ab+{(a2—1)(b2-1) ; 


V(ab)eR” 1) Monter que + est commutative 


2) Monter que + n’est pas associative 

3) est ce que la loi + admet un élement neutre ? 
4)jresoudre dans R les équations : 

a) 2*x=5  b) xkx=1 


Solution:1) Soit : soit :(a;b) € R° 


Ona: a*b=ab+(a?-1)(b2-1)=ba+(b2-1)(a2-1) 


car la multiplication dans R est commutative 


Donc :a*b=b*a par suite * est commutative 
2) ona:(-1*0)*2=0*2=-3 
Et -1#(0*2)=-1+-3=3 


Donc : (-1*0)*2#-1*(0*2) 
Donc : * n'est pas associative 
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3)jona:a*l=l*a=a VaeR 
Donc : 1 est l'élément neutre pour la loi * 
(l'élement neutre est unique) 

4) a)on va resudre l'équation : 2*x=5 


2#x=5<2x+3(x2-1)=5 = 3x2+2x-8=0 


4 4 
&x=2 où 7. donc : s-{25} 


bon va resudre l'équation : x*x=1 

xxx=lé x2+(x2—1) =] x -x =0 

e #{x-1)(x+1)=08 x=0 ou x=1 ou x=-1 
donc : S = {—1:0:1} 

Exercice21 :on muni R? de la loi de composition 
interne suivante : (a;b)*(a';b')=(axa';bxb') ; 


V(a;b) cR’ et V(a'b') cR? 


1) Monter que + est commutative et associative 
2) Monter que + admet un élement neutre et 


determiner dans R° les élements symétrisables 
Pour la loi x 


3)soit : S=Rx{0} 


a)montrer que S est une partie stable de( R? ,*) 


b) Monter que (S ,+) admet un élement neutre et 


comparer les les élements neutres de (R° ,*) 


et de (S ,*) 
Solution:1) a) Montrons que * est commutative ? 


Soit : (a;b) R? et (a';b') € R? 


(a;b) * (a';b') = (a xa'b xb') = (a' xa;b'xb) = (a';b'") * (a;b) 
Donc :* est commutative 


b) Montrons que + est associative? 


Soit: (a;b)eR° et (a';b')e R? et(a";b")€ R? 


((a;b) * (a';b')) *(a";b")=(axa';bxb")*(a";b") 


IN 


((a;b)*(a';b'))*(a";b") =(axa'xa";bxb'xb") 
On aussi : (a;b)*((a';b')*(a";b"))=(a;b)*(a'xa";b'xb") 
(a;b)*((a';b')*(a";b")} =(axa'xa";bxb'xb") 
((a:b)*(a';b'))*(a";b")=(a;b)*((a';b')*(a";b")) 


Donc : + est associative 
2)a) Montrons que * admet un élement neutre 


Soit: (a;b)e R? 


On a : (a;b)*(1:1)=(a;b) V(a;b) cR’ 
Et puisque :+* est commutative 


Alors : + admet un élement neutre c'est (1;1) 


b) determinons dans R° les élements 
symétrisables pour la loi x 


soit (a;b)e R° on cherche (a';b') e R? tel que : 
(a;b}*(a'b')=(1:1) 
(a;b)*(a';b')=(1;1) © (axa';bxb')=(1;1) 
' tad 
b = = 
>l xb'=1 a Y 
axa'=1 


b=y 
Donc les élements dans R?’ symétrisablesPour la loi 


sia+#0 et bzO alors 


+ sont les couples (a;b) e R° tel que: aÆ0etbz0 
Et le symétrique de (a;b) est SA pour * 


3)a) S=Rx{0} 


Soit : (a;0)eS et (b;0)esS 


(a;0)*(b;0)=(ab;0)eS 


Donc :$ est une partie stable de( R° ,+) 


b) soit:(a;0)esS 
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on a: (a;0)*(1:0)=(4;0)et (1:0)*(a;0)=(a;0) 


donc : (1;0) est élément neutre pour (S ,+) 


et on a (1;1) est élément neutre pour( R° ,+) 


et : (1:1) £ (10) 
Exercice22 :on muniC de la loi de composition 


interne T suivante : zTz’ = zZ’ ; Y(z;z')e C? 


v(a';b') eR° (F, T) v(z;z') cC? 
1) étudier la commutativité et l’associativité de T 


2)résoudre dans C l'équation : (zTz)Tz =i 


Solution : 
1) la commutativité de T ? 


Ona: ITi=1i = -—i et iTl=il =i 


Donc : ITi #iT1 donc T non commutative 
L'’associativité de T ? 
(iT1)Ti=iTi=i-(—i)=1 


iT (1Ti)=iT—i=i-i=-—1 


Donc : (iT1)Ti a iT (1Ti) donc T non 
associative 


2)résolution dans C l'équation : (zTz)Tz =i 
(Tdr =i e(z)rk=ie Z =io|fz=i 
On pose : Z=xX+iy avec (x;y)e R° 

kP z=ie(2+y)(x-iy)=i 

z z=i&(x2+y)x-iy(x2+y)=i 


de. (x2+y?)x=0 x2+ y2 =00ux=0 
kz=ie 
y(2+y2)=-1 y(x2+y2)=-1 


kfz=ie z=- donc : S={-i} 
Exercice23 :on muni = [0;+[ de la loi de 


composition interne + suivante : 

x* y= x2 + y? V(xy)er 

soit f l'application définie sur I vers I 
tel que : f (x)=x2 Vxel 


1) montrer que : f(x*y)= f(x)+f(>) 


2)a) montrer que * est associative 
b) est ce que + admet un élément neutre 


8)soit ae I calculer : 4=54*a*....*4 ne N° 


Solution : soit (x; y) 1° 

1) f(xy) = (en) = (fe) + y 

= f(x)+f(>) Cata 

2) f(x*y)=f(x)+ f(y») 

Donc f est un homomorphisme et puisque 

f est une bijection donc f est un isomorphismes 


De (1;*) dans (/;+) donc : (1;*) et (1;+) 


Ont la même structures et puisque + est 
associative dans 7 alors »est aussi associative 


Et puisque (7;+) n'admet pas d'élément neutre 


alors : (/;*) n'admet pas d'élément neutre 


3) rlarasurs)- (ae statta) 


nfois nfois 


f(A)=nf(a)=na2 
Et puisque f est un isomorphismes de (/:*) 


dans (/;+) donc : A= f~ (na?) 
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Et puisque : f-'(x)=4/x donc /A = na? = Vna 


Exercice24 :1) on muniR d’une loi de composition 


interne + définit par : xxy=x+y-xy ; V(x;y)eR° 


soit f l'application définie sur R vers R 


tel que : f(x)=1-x VxeR 


1) montrer que f est un homomorphisme bijectif 


De (R;*) dans (R ;x) 


2)en déduire que * est associative et que + admet 
un élément neutre que l’on déterminera 

3) determiner l’ensemble des élements 
symétrisables pour la loi x 


4)soit ae R calculer: A=a*a*...*a ne N' 


nfois 


Solution : 1) f(x)=1-x 


f(x)=y&1l-x=y&x=1-y 


Donc : f '(x)=1-x=f(x) VreR 
Donc: f =f 
f(x*y)=1-x*y=1-(x+y-xy) 
ROUES © 

Donc : f est un isomorphismes de (R;*) dans 
(R +9 

2) puisque f est un isomorphismes de (R;*) 


dans (R ;x) alors : (R;*) et (R ;x) 


Ont la même structure et puisque x est 
associative dans R alors * est aussi associative 
dans R et puisque 1 est élément neutre dans 


(R ;x)alors f"(1}= f(1)=0 est élément neutre 


dans (R;+) 


8)on a 0 est élément neutre unique qui n’admet 
pas de symétrique dans (R ;x) etona f(0)=1 


Donc : l'ensemble des élements symétrisables 


pour (R;*)est R-{1} 


4) P(A)= sl ararut =f (xt (ape) 


nfois 


Donc : A= f7 ((1-a)")= f (1-a )=1-(1-a)" 


« C'est en forgeant que l’on devient forgeron » 
Dit un proverbe. 


C’est en s'entraînant régulièrement aux calculs et 


exercices Que l'on devient un mathématicien 
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